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RESUMO

Com a miniaturizagédo do hardware computacional, a Lei de Moore prevé que em 2020 estaremos armazenando
um bit por atomo. Para que tal previsdo se confirme, € necessario entender como tirar proveito das pro-
priedades quanticas presentes nestas particulas. Decorrente desta necessidade, em 1985, Deutsch propds
uma Maquina de Turing Quéantica, a qual utiliza fundamentos da mecénica quantica e é analoga a Maquina
de Turing Cléssica. Esta proposicédo levou a concep¢do moderna do computador quéntico. Associado ao
computador quantico temos algoritmos de mesma natureza. O grupo fundamental de problemas estudado na
computagdo quantica sdo os problemas do subgrupo oculto, pois muitos problemas sao redutiveis a eles e
também sao ferramentas para mostrar como algoritmos quanticos podem resolver problemas de forma mais
econdmica, em termos de consulta ao oraculo, que os melhores algoritmos classicos existentes. O presente
relatorio técnico visa mostrar tais problemas e como resolvé-los, utilizando a computagéo classica e quéan-
tica, com maior foco nesta ultima, utilizando a linguagem de circuitos. Este relatério é baseado nas "Quintas
Quanticas", seminarios semanais realizados no IQuanta - Instituto de Estudos de Computacéo e Informacao
Quénticas na Universidade Federal de Campina Grande.

Palavras-chave: Computacdo Quantica, Algoritmos Quanticos, Circuitos Quanticos

ABSTRACT

This report intends to be an initial reference for Computer Science’s students about Quantum Algorithms,
introducing the subject in a simple, clear and objective form. For this, it contains a brief introduction and
motivation, showing its importance and relevance. Then, will be shown 7 problems that can be solved by
quantum algorithms in a more economic way than their best classical solution, also shown here. As being an
extensive theme, enough references are given so that the reader can go deeper and learn more about quantum
algorithms.
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1 Introducao

A tese forte de Church-Turing afirma que "Qualquer processo algoritmico pode ser simulado de forma efi-
ciente usando uma maquina de Turing probabilistica”. Mas, num momento futuro, poderia aparecer algum
outro modelo de computagéo capaz de resolver problemas mais eficientemente do que o modelo Turing? Essa
pergunta motivou David Deutsch, em 1985, a se questionar se as leis da fisicas poderiam ser usadas para
derivar uma versao ainda mais forte desta tese.

Como as leis fisicas sdo em ultima analise quanticas, Deutsch foi naturalmente levado a considerar tais
aparatos com base nos principios da mecénica quantica. Esses aparatos, analogos quénticos das maquinas
de Turing, levaram a concepcao moderna de um computador quantico [NLO5].

Inerentes ao computador quantico, podemos também visualizar algoritmos de mesma natureza. Neste tra-
balho iremos apresentar os algoritmos quénticos que resolvem os problemas do subgrupo oculto. Para tanto,
iremos inicialmente caracterizar este subgrupo e os problemas associados. Para cada problema, iremos apre-
sentar a sua solugao classica mais eficiente, o algoritmo quantico que o resolve e um comparativo assintético,
em termos de consultas ao oraculo, entre as duas solugdes propostas. Para facilitar a compreensao, utilizare-
mos a linguagem de circuitos para o entendimento dos algoritmos quanticos.

2 Problemas do Subgrupo Oculto

O problema do subgrupo oculto € enunciado como se segue:

Seja f uma fungao de um grupo G gerado finitamente em um conjunto finito X, tal que f é constante
nos espagos-quociente de um subgrupo K e distinta em cada um desses quocientes. Dada uma
caixa-preta que realiza a transformagao unitaria U |g) |h) — |g) |h® f(g)), parage G, h € X, e ®
uma operagao binaria apropriada sobre X, encontre o conjunto gerador de K [NLO5].

Sao exemplos de problemas do subgrupo oculto: o problema de Deutsch, a busca de periodo, o problema
de Simon, a busca da ordem e o logaritmo discreto. Tais problemas serdao abordados aqui neste trabalho.

Uma das principais razées que motiva o estudo dos problemas do subgrupo oculto (PSO) é o fato de
muitos outros problemas serem redutiveis a este conjunto de problemas e a inexisténcia de algoritmos classi-
cos eficientes que os resolvam [Lom04]. A razao principal para esta ineficiéncia é que classicamente temos
que executar a avaliagdo da funcdo f sequencialmente. Quanticamente existe a possibilidade de avaliagao
simultanea através do paralelismo quéntico [Por07].

3 Problema de Deutsch

O problema de Deutsch-Jozsa é uma generalizagao do problema de Deutsch e é descrito como segue:
Seja f : {0,1} — {0,1} uma fungéo booleana desconhecida. Observemos as configuragdes possiveis que
f pode ter:

Funcdo z=0 =x=1
fo 0 0
f1 0 1
fa 1 0
/3 1 1

Dizemos que fj e f3 sdo fungdes constantes pois f;(0) = f;(1), ou seja, aplicada na base binaria produzem
imagens iquais ainda que seus parametros de entrada sejam diferentes. Quando isso néo acontece, temos que
fi(0) # f:(1) e a esse conjunto de fungbes denominamos balanceadas. Observe que f; e f, séo classificadas
como sendo deste dltimo tipo citado.

Uma forma mais simples de enxergar esta classificagdo de fungao binaria é usando a soma modulo 2 com
os valores de f(0) e f(1):



| 0, se féconstante
flO)ye f(1) = { 1, se f é balanceada

onde & é o simbolo da soma médulo 2. A soma médulo 2 é o resto da divisdo por 2 da soma de dois
numeros. Os resultados possiveis paraelasao: 0»0=1®1=0e1®0=0¢ 1 =1 [dLJO5].

3.1 Solucao Classica

Na computacao classica, essa avaliagdo que leva a classificagao da funcao é feita da seguinte forma:

1. Obter f(0)
2. Obter f(1)

3. Comparar os valores a fim de obter a classificagao

O custo desse algoritmo para um caso mais geral com n entradas é de ©(n). Para entender este custo,
basta perceber que é necessario percorrer uma vez todos os n valores.

Em 1985, Deutsch, utilizando operagdes quanticas, mostrou que é possivel determinar se uma fungao é
constante ou balanceada através de uma Unica consulta a um oraculo [Deu85], fazendo entdo com que o custo
dessa operacgéao seja O(1). Este oraculo por sua vez, faz uso de superposi¢éo e da interferéncia quanticas para
determinar o resultado.

3.2 Algoritmo de Deutsch-Jozsa

O algoritmo de Deutsch, proposto em 1985, trata da classificacdo de fungbes binarias de aridade 1. A
extensdo proposta por Deutsch-Jozsa lida com fungdes de aridade qualquer, ou seja, aquelas definidas por
f:4{0,1}* — {0,1} e tem por objetivo 0 mesmo do algoritmo de Deutsch, determinar se uma fungéo binaria
é constante ou balanceada com um gasto minimo.O problema de Deutsch-Jozsa é, na verdade, uma general-
izacdo do problema Deutsch [NLO5].

A demonstragao a seguir foi organizada comtemplando informacdes de [CEMM96], [PCGO06] e [Joz96].

3.2.1 Circuito Resolvedor do Algoritmo de Deutsch-Jozsa

Para entendermos como o algoritmo do nosso estudo alcanga esse objetivo, vamos partir do circuito que o
resolve proposto pelos seus idealizadores:

10) (H]| H |
10) (H]| (H |
Uy
1) (]
o) Jur) ) |wbs)

Circuito Resolvedor do Algoritmo de Deutsch-Jozsa

Temos |0)®" e |1) como entradas do circuito. Logo, |4o) = [0)*" @ |1) é 0 que obtemos da primeira intercep-
tacdo antes da entrada no circuito e que podemos chamar de estado inicial.
Apliqguemos entdo a entrada portas de Hadamard:

V1) = (H®" @ H)(10)"" 1))



Temos que:

_ /10 —11)

HH%*(\@ )

e que )
. ®H_L2_1I
HOM O = = 3 ).

Observe que Zf;gl |z} utiliza a base decimal para representar o qubit. Essa notagéo sera usada ao longo
deste trabalho.
Assim:

o) = (= S )e (M)
1 2" -1

Wﬁ=2%%§§:ﬂwW%ﬁwﬂﬂ

=0

Agora iremos aplicar a porta Uy aos qubits em |y1). A atuagdo de U; é da forma:
Uslz)ly) — |z) ly @ f(x))

Logo, a aplicagao do oraculo ao estado |¢;) € como se segue:

[2) = Uy ) = Uf{wiﬂ[ 3 (1)10) - [x) |1>)]}

z=0

Como Uy é linear, temos:

i62) = 2)n/i\/ﬁ{vf[le (I)10))] - Uf[gnzlum |1>)}}

A DNCICIE [Z (1 7))

Note que f(y) aparece invertido, isso se da porque no alvo (2° qubit), temos:

Se flyy=1=10f(y)=101=0= f(y)

Vamos agora fazer uma analise mais aprofundada sobre o estado |¢») e como dele podemos chegar ao que
se propde o algoritmo de Deutsch-Jozsa.
Analisemos separadamente as possiveis classifica¢des para f.

1@f@%:{Sef@)zO:l@f@)zl@Ozl:f@)

1. f é constante

(@) f(z)=0,Vzem{0,1}"

1 2" —1 2" —1 B
|12) = W( zz::() |lz) [0) — yz::O ly) ’0>)

Podemos unificar os somatorios:

2" —1

1
V) = 5| 2o (100 =10) 1)

z=0

Trazendo v/2 para o somatorio:




(b) f(z) =1, Yz em {0,1}"

1 2" —1 2" —1 B
a) = W( zz:o lz) [1) — ;} ly) ’1>)

De modo anélogo ao subcaso (a), unifiquemos o somatdrio e levemos /2 para este novo somatorio:

92) = g | O ('1>J§'0>) 2]

2=0

Cologuemos —1 em evidéncia:

o) = (1) [ Z (P5) |z>]

Observemos agora os resultados dos subcasos (a) e (b). Eles se diferenciam apenas pelo (—1). Vamos
entdo escrever |1),) em fungdo do valor f(z) para encontrarmos uma generalizagdo para as fungdes
constantes.

Temos que:

(—1)° = 1= (-1)/P, vz € {0,1}"|f(2) =

(D' =-1= ()P, v2e{0,1}"f(z) =1
Logo,

2n—1
£ (10— 1)
V2) = zn/z Z 2 ( V2 )

. / é balanceada
2n—1 2n—1

() = — Z\ 1f(@) = D lv) [F(y)
2/\[( =

Vamos agora expandir os somatorios:

t62) = 0} 1FO)) + ) (D) + .+ 2° = 1) 152" = 1)) = (10) [FO)) ++ 1) [FD) +... +

2n/2f
Fl2n—1) ‘f(2" — 1)>>

Organizando os elementos acima segundo um somatério em z:

2" —1

) = 27,/if2|2<|f - [7@))

Colocando /2 para dentro do somatdrio:

) - [F&
i62) = WD (ﬁ‘>)



Numa fungédo balanceada, temos metade dos f(z) = 0 e a outra metade f(z) = 1. Podemos entéo
escrever:

2" —1 2" —1
>

2n/2z| ( ) 2"/QZ| (

[1h2) =

2" -1 2" -1
>

|12) = 22n/22| ( >) 22”/2Z| (

Observe que:

_(_1)f(z) |Z> |0>_‘1>
> 1o ()
e que
2" —1
fe=1= 3 0k (M)
_2"_1( l)f(z) ‘Z> |O>_|1>
> )
Vamos entdo reescrever |ys):
11 & e (- 11 RS 10— )
Vo) = 3507 z_o(_l)f<>|z>< 7 )+ 557 z—o(_l)j()|z>(\/5)

Logo,

iz} = WZ ey ()

Observe que pudemos generalizar o estado |¢») independentemente de qual é o tipo de fungdo. Isso
significa que apds a passagem do oraculo ainda nao temos informagfes suficientes para determinar sea
funcao é constante ou balanceada.

Ja temos o estado apds a aplicacéo de U;. Agora devemos seguir o Ultimo passo, que é aplicar portas de
Hadamard aos n primeiros qubits do estado |¢-), resultando |¢3):

|ths) = (HE" @ I) |1hs)

2" —1

= (H" ) <2§/2 > (-1 |z>> o (U2)

- e <2n/z i DI z) ) (|O>\/§|1>)




Algumas pequenas explicagdes devem ser dadas ao passo acima. Primeiro quanto & aplicagio de (H®" ®
I). Isso se deve ao fato de |¢») ter uma dimensao maior do que H®™, entdo utilizamos a Matriz Identidade a
fim de fazer o produto tensorial compativel. Ainda quanto a isso, podemos enxergar um produto tensorial da
seguinte forma: (A® B) = A® I + I ® B. Derivando para a situagao que temos, vale a seguinte igualdade:
(U™ @ I)(|a) b)) = U™ |a) @ I |b).

Aplicando H®" e resolvendo o somatorio:

1 10) — 1)
— _— (g(_1)/©O (_1)f@"=1)j9n _ M 127
Is) Wz(ﬂ DO oy + ...+ B~ 1) 2r 1)) ( = )
Aproximando H ao vetor a que ele se aplica:
1 n_ 0) — 1)
— _1)/© _1)f@"-1) no_
[5) = 575 (D OH[0) + o () DH 2 - 1) ) & = )
Observe que:
-1 z121+...FTn2n 1y, 2n
SR p DA o) )

A /277,
O resultado acima pode ser escrito de uma forma mais simplificada, que é a generalizacao da aplicacao de
portas de Hadamard a um ket qualquer e esta denotada abaixo:

ngy = 2D )
H® |$>— \/27

Esclarecidos os passos matematicos a serem utilizados, continuemos na resolugé@o do algoritmo:

(—)FO = (—pfe-n F 0) — 1)
|¢3>:[W ;}(_1)0 |Z>++T ;} |z) | ® T

2 2 il( 1) (O)( 1)0- |Z> + + "EL 1( 1) @"- )( )( b | > & | > ‘ >
n/2 on/2 1 f

_ 2% <221 2i1(_1)x~y+f(y) |x>> ® <|O>\;§|1>>

y=0 x=0

Denominamos amplitude ay do componente |0) do estado do 1° registrador a seguinte expressao:

2" —1
—1)f®
w= 3 g
y=0

Entao analizando os possiveis valores da amplitude nas configuragdes de fungdes que podemos ter:
1. Se f é constante

(@) Se fi(z) = 0, Vz € {0,1}"

2" —1
(1 _ (1)
y=0

(b) Se fi(x) =1,Vx €{0,1}"

21 () _ n
o STV e

: 2” 2’!L
y=



2. Se f é balanceada

2" —1 .
—1)fWw)
y=0

Mas metade dos f(y) = 0 e a outra metade f(y) =1

_1(=1)°2") 1(=1'e"
o = 2 on + 9 on =
12n—-1 12"—-1

o = = - =
2 27 2 2n
ag = 0

Uma medic¢éo dos n qubits encontrarg todos eles no estado |0) com 100% de certeza. Se f for balanceada,
uma medi¢ao deve produzir um resultado nulo.

Assim, esta provado que, em uma unica passagem pelo circuito, o algoritmo de Deutsch-Jozsa resolve o
problema em questédo [dLJO05].

4 Busca de Periodo

A busca de periodo, ou de modo equivalente, o problema de Bernstein-Vazirani, é definir o valor de um certo
periodo a, que é uma cadeia de bits desconhecida. De forma mais completa, temos a seguinte descri¢ao:

Seja f,(xz) = a - uma fungdo de n bits inteiros em {0,1}, onde a é um inteiro de n bitse a-x €0
produto interno médulo 2 bit-a-bit: a - = = agzo P a121 P . .. ® anz,, onde & indica a adigdo médulo
2.

Existe uma caixa-preta U, que leva os n-qubits da entrada em um qubit de saida, ou seja, de
|z),, |y), em |z), |y ® f(x)),. O problema é determinar o valor de a com o minimo de consultas ao
oraculo [Mer07].

De modo mais formal, porém equivalente, temos a seguinte descrigdo para o problema:
Suponha um oraculo que computa uma funcao f definida da seguinte forma:

f:{0,1}" — {0,1}

onde fu(z) = (a1 -z1)® ... P (an - x,), cOMa,x € {0,1}", onde a; € z; sS40 0s i-€simos qubits de a
e de x. Deseja-se saber o valor de a [Mer03].

4.1 Solucao Classica
A solucao classica para o Problema de Bernstein-Vazirani € feita analisando-se o produto de cada a;z;. Para

entender como ela funciona é interessante ter em mente os valores dispostos na tabela abaixo, que mostra a
multiplicagéo de dois nimeros binarios:

0-0=0
0-1=0
1-0=0
1-1=1

Observe que se temos a - 0 = 0 ndo é possivel conhecer, com absoluta certeza, qual o valor de a, pois
os valores 0 e 1 satisfazem a igualdade. Ja na multiplicacdo por 1, temosque a-1 =0 = a = 0 senao se
a-1=1 = a= 1. Partindo entdo da multiplicagdo de um nimero qualquer (na base binaria) por 1, através
do resultado dessa operagao conseguiremos saber qual € o valor do nimero. Um algoritmo classico para o



problema de Bernstein-Vazirani é dado abaixo:

BERNSTEIN-VAZIRANI(x)

) Paracada z; € = faca

) fi(x;) = consultaOraculo(x;)
) Se fi(z;) = 0 entado

) a; = 0

) Senaoa; =1

) retorna(a)

E interessante notar que o processo acima se aplica a um Unico bit por vez, ou seja, caso o nimero a ser
descoberto possua n bits, teremos que repetir o processo n vezes, uma para cada bit.

Como o processo tem que ser repetido n vezes, onde n € o tamanho de bits do nimero que se deseja
conhecer, podemos concluir que o custo desta tarefa € O(n).

Uma implementagéo da solugdo do Problema de Bernstein-Vazirani utilizando a linguagem de programagao
Java esta disponivel em http://dsc.ufcg.edu.br/ "elloa.

4.2 Algoritmo de Bernstein-Vazirani

A demonstrac&o a seguir segue o raciocinio sugerido por [Pre06], [PZ104] e [BV93].

4.2.1 Circuito para o Algoritmo de Bernstein-Vazirani

Vamos entender o algoritmo a partir do circuito abaixo:

10) Ed (H}—— A
10) Ed (H}— A
U,
) (1]
o) [n) o) i)

Circuito Resolvedor do algoritmo de Bernstein-Vazirani

Vamos interceptar o circuito em 4 pontos e analisar detalhadamente como se da a resolugao.
O estado inicial, |¢), € apenas a entrada de |0) n vezes e do |1). Podemos representar da seguinte forma:

|1/J0> = ‘0>n ® |1>
O passo seguinte visa criar superposi¢des, para tanto, aplica portas de Hadamard as entradas. Esta apli-
cacdo visa deixar todos os vetores de entrada com norma unitaria e ortogonais entre si.
Vamos agora analisar como se caracteriza o |¢;). Lembremos que H |1) = (%) e que H®"|0)®" =
\/127 Zigl |z). Vale salientar que para o resultado de H®" |[0)*" usamos a notagao decimal. Com a utilizagao
dessas informagdes, podemos concluir que:

1) = (H®" @ H) ® |tho) =
[1) = (H®" @ H) @ [0)" @ |1) =

(1 A 10) — 1)
o= (250 o (2522) -

10



[¥1) = 2\[<Z|w 0) — Iw>|1>>

=0

O préximo passo é a passagem pelo Oraculo U,. O efeito desse oraculo é calcular a fungéo f(z) = a - z,
onde z é o parametro de entradae a-z =Y. a; - z;. O ordculo U, tem a seguinte atuagao:

Ua |} ly) — [2) [y & F(x)) onde f(z) =a-x

Sabendo que U, é linear, vamos aplicar a |+ resultando |is).

[th2) = Ua [t1) =
02) = Ua| 355 3 Z <|x 0) - x>|1>>]
o) = ng vu(12)10)) - a(x>|1>)] -

1 2" —1

=Y (19106 @) - o) 1o f@) )] =

=0

1a) =

n

2 1
1
12) = 2?[ 1;0 (|x> |0 ® azx) — |z) \l@a;@)}
Lembremos agora a atuagao do operador & (resto da divisdo por 2 da soma de dois niumeros):

060=0 _
1a0=1 }O@am-am
0pl=1

1o1=0 }1@am=az

Portanto,

¥2) = o7 S (b haa) — o) ) )]

Como f é uma fungao cuja imagem é a base binéria, podemos ter f(z) =a-xz=00u f(z) =a-z = 1.
Retomando a multiplicagéo na base binaria apresentada anteriormente, temos que essa operagao pode ser
vista como a operacao logica '"AND’ da algebra booleana. Abaixo a tabela verdade para a multiplicagao:

0-0=0=0ANDO
0-1=0=0AND1
1-0=0=1ANDO
1-1=1=1AND 1

Assim, para o |¢»), temos as seguintes possibilidades:

1. Se f(z) =

2" —1

o) = Z\ o ()
o) = 2§:1|x ( \f|0>>:>

2" —1

v = g5 3 e (P 50)
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2. Se f(z) =

2) = 2 e (2

2" —1

o) = Z| o (1 ﬂ’”) =
|12) = 5T Z ) ( \/50>) =

v = 57 3 O s ()

Observe que os casos 1 e 2 se diferenciam apenas pelo (—1). Se levarmos em consideragdo o valor de
f(x) e utilizarmos esse valor associado ao (—1) a fim de generalizarmos o estado |¢2), temos:

2" —1

1 . 0) — 1)
oF Z;) (1) |2) (T>

[12) =

Voltando a definicao de f, podemos ver que f(z) = a - x 0 que significa que podemos substituir o valor de
f(x) por a - x na generalizagao de |¢»). Entdo, como caso geral desse estado, temos:

2" —1

v = g5 0k e (Mg

O passo seguinte no algoritmo é aplicar aos n primeiros componentes do estado |¢») portas de Hadamard,
resultando em |¢3). Vale lembrar que (U®™ @ I)(|a)®" b)) = U®" |a) ® I |b), onde I é a matriz identidade.

[¥s) = (H®" @I) [1h2) =

[3) = H®”(2% Qni(l)w \;1:}) ® I(W) -
x=0

43 = 22H®"(2n2_1<1>” 7))@ (())}2”)

z=0

A generalizacao da aplicagao de n portas de Hadamard a um ket qualquer é:

2" —1

HE ) = 37 (-1)7 )
w=0

n_q
onde z - w = Z?:o ZiW;

Voltando ao |¢3) e fazendo uso da aplicagéo de portas de Hadamard a um ket qualquer:

2"—12"-1 o) — 1
[v3) = oF [2 mz:o yz% 1) |y) ®<| >\/§| >> —
0) = 1)
o)
12"71

o 3 () =,
=0

2"—12"-1

i) = zn[zz 1y )

z=0 y=0

Mas,

onde § é o delta de Kronecker, que assume valor 1 caso os dois parametros sejam iguais e 0 caso contrario.
E interessante observar que o valor de y é conhecido e que o delta de Kronecker tera valor 1 quando a = v,
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logo, saberemos o valor de a, pois 0 estado resultante sera da forma |a). O circuito serd executado uma Unica
vez e serdo medidos os registradores dos n-qubits, encontrando os n-bits da string a, com probabilidade de
100% de acerto [Pre06]. Assim, podemos visualizar que o algoritmo resolve o problema a que se propde visto
que é possivel conhecer o valor de a.

Como s6 é feita uma Unica passagem pelo circuito, o tempo decorrido para a solugao é o da passagem pelo
oraculo, portanto, podemos observar que o custo desta operagédo é O(1), que é menor que o custo da solugao
classica equivalente.

Existe uma versao recursiva do algoritmo de Bernstein-Vazirani, tolerante a pequenas falhas, que mostra
que o problema proposto pode ser resolvido de forma ainda mais eficiente [Bac06]. Também ja foram real-
izadas implementagbes praticas diversas desse algoritmo: [BLC*03a], [BLCT03b] e [DYW01].

5 Problema de Simon

O problema de Simon possui a seguinte descrigao:

Suponha que existe um oraculo que computa a fungéo:
f:{0, 13" —{0,1}"

Sabe-se que: f(z) = f(y) & y = z®s onde s € um nimero composto de n bits e que denominamos
"periodo" [Pre06].
Como s é um ndmero binério composto de n bits, s € um valor entre 2" valores possiveis.

O problema de Simon pode ser classificado como um problema de decisao, e o objetivo é descrever
quando existe ou ndo um periodo (ou seja, quando s = 0 e quando s # 0) [EW04].

Em termos da existéncia ou ndo deste periodo e dada a condigdo de igualdade entre f(z) e f(y), duas
configura¢des sdo possiveis para a funcéo f:

1. f é uma fungao 1-pra-1 (ou injetiva), quando f(z) = f(y) se e somente se x = y.

2. f éuma fungéo 2-pra-1, quando f(z) = f(y) se e somentese x =y d sou z = y.
5.1 Solucao Classica

A solugéo classica para o problema de Simon é feita através de muitas consultas ao oraculo na tentativa de
achar s com uma grande probabilidade de acerto.

Esse grande nimero de consultas nao é a toa. Isso ocorre porque precisamos encontrar um par de numeros
x e y tais que = ¢ y = s. Para entender melhor o porqué desse par de nimeros, basta acompanhar abaixo:

rDYy=58=
rTPrdPs=s=
s=3s8

Pois vimos anteriormente que y = = @ s e que se temos um numero quaisquer z, teremos que z @ z = 0.

Porém, como saber quais sdo os valores de = e y desejados? Através dos sucessivos testes, como foi dito
anteriormente. Isso faz com que a resolugao classica seja bastante custosa e que ndo haja uma possibilidade
totalmente segura de acerto.

Para entender melhor como funciona, vamos considerar o caso de um periodo s escolhido em {0,1}™ — {0™}.
Agora consideremos um algoritmo probabilistico que j& consultou a funcao & vezes, ou seja, z1, .. ., x;. Agora
gueremos saber o quanto de informagdes é possivel obter a respeito de s a partir dos pares (z;, f(z;)).

Temos duas situagoes:

e Existe um par z; e z; (onde 1 < i e j < k), de modo que f(z;) = f(z;). Nesse caso, ja temos
informagdes suficientes do algoritmo para determinar s : s = z; © x;.
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e Suponha que o par dito anteriormente ndo exista. Entdo todos os f(x;) sdo distintos e 0 a ndo € nenhum

k
dos 9 valores de z; @ z;.

A probabilidade de sucesso para uma préxima consulta é de:

pois existem pelo menos 2" —1— possiveis valores de escolha bem sucedidos para a (k + 1)-ésima

2
consulta. E f(xr+1) deve se igual a um dos f(z;),i € [1,k]. Somando k € {1,...,m} temos:
m k m m2
< <
Z k —Z2n_k2—2n_m2
k=1on _ | _ ; k=1

Visto a necessidade de uma probabilidade constante, devemos escolher m = Q(2%), ou seja, um algo-
ritmo classico deve fazer um niimero de consultas exponencial em relagéo a entrada a fim de determinar
com probabilidade maior que a de uma constante o valor de s [Vaz07].

Lembremos ainda que o problema de Simon ndo é encontrar exatamente o valor de s e sim classificar a
funcdo em 2-para-1 ou 1-para-1(injetiva). Assim, depois de 2% consultas classicas ao oraculo, a probabilidade
de classificarmos corretamente a fungéo f é:

1 1
P < -+ —
(sucesso) 5 + 5T

Observe que a probabilidade de sucesso tende a 1 quando n é grande, isso significa que, nestas condiges,
a classificagdo dada por um algoritmo classico é tdo segura quanto "chutar" uma das duas opgdes possiveis
[Pre06].

Em termos de custo assintético, Mosca afirma que:

Qualquer algoritmo classico que resolva este problema com probabilidade superior a 2 pra qualquer
f, custara (em termos de consultas ao oraculo), no minimo (2% ) [Mos07].

5.2 Algoritmo de Simon

O conteudo a seguir é uma compilacao de [IB05] e [Mos07].

Considere uma fungéo f : {0,1}"™ — X, pra algum conjunto finito X, onde n6s temos a promessa que existe
uma string "oculta" s = s1ss...s, de modo que f(z) = f(y) se e somente se x = y ou x = y B s. Vamos
considerar o dominio {0, 1}"™ de f como o espago vetorial Z% que leva em Z,. Por conveniéncia, vamos assumir
que X C {0,1}".

Antes de comecar a descrever o algoritmo de Simon, vamos fazer algumas consideragoes sobre a aplicagao
da porta de Hadamard a n-qubits. Ja sabemos que ela é da forma:

n _ 1 2?1’717 Tz
H? |x>f\/2—n;)( "% |z)

O que acontece se aplicarmos H®" a superposi¢ao de dois estados base |0) + |s)?

B (J5 10+ J5 ) == e 3 1o+ 0
1 Sz
= o1 (D7)
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Note que se s - z = 1 nds temos que [—1 + (—1)°*] = 0 e o estado |z) & perdido na superposi¢cao, caso
contrario, |z) continua com a amplitude M% Vamos definir s* = {z € {0,1}"|s - = = 0}. Note que s* é
subespaco vetorial de Z% e é ortogonal ao subespaco S = {0, s}, também chamado de complemento ortogonal

de S e denotado S+. Isso implica que dim(S) + dim(S+) = dim(Z%) = n e s* tem dimensdo n — 1.

1 1 1
H®"(—O +—s):7 S ).
TR T s
Vimos entdo como a porta de Hadamard mapeia \/17 x) + \/% 2 @ s) em uma superposigao uniforme de

estados z € s*. Esse raciocinio é o ingrediente para analisar o algoritmo de resolugdo do problema de Simon.
Assumimos que existe um oraculo reversivel U; que implementa f da seguinte forma:

Us : |2) |b) — [} [b® ()

5.2.1 Circuito para o algoritmo de Simon

O circuito proposto para resolucao é mostrado abaixo:

10) (1] (H A~
10) Ed (H A
Uy
10)
10)

o) ) W) [

Circuito Resolvedor do algoritmo de Simon

5.2.2 Algoritmo para o problema de Simon
1. Inicialize um contador i =1
2. Prepare a entrada \/% Y eefory [2)10)

3. Aplique Uy para produzir o estado

Exe{(m}n z) |f(2))

(opcional) Meca o segundo registrador
Aplique H®™ ao primeiro registrador

Mega o primeiro registrador e salve o valor w;

N o o &

Se a dimenséo do intervalo de {w;} é igualan — 1:

(a) V4 ao passo 8
(b) Caso contrario, incremente i e volte ao passo 2

8. Resolva a equagéo linear Ws” = 07 e ent&o s € a Unica solugdo n&o-trivial

9. Retorne s
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Vamos entender melhor cada passo do algoritmo. Observe que o passo 2 é equivalente ao | ) do circuito,
onde temos a aplicagao da porta de Hadamard a entrada. Escrevendo em detalhes:

1) = HE™ [1po) =
1) = (H®" @ I)(|0)*" @ [0)*") =

w=(m ¥ m)en=

z€{0,1}m

1
|¢1>:ﬁ Z ) |0)

ze{0,1}"

Note que {0, 1}" pode ser particionado em 2"~! pares de strings da forma {z, 2@ s}. Seja I um subconjunto
de {0, 1}™ consistindo de um representante de cada um desses pares. Note entdo que o passo 3 (equivalente
ao |¢9) do circuito) pode ser re-escrito como:

=Y ) +le @ ) f(@)

Depois de medirmos o segundo registrador no passo 4 para obter o valor de f(x), o primeiro registrador
sera mantido em superposi¢éo %ux) + |z D s)).

Apos a aplicacdo de Hadamard, no passo 5, o primeiro registrador sera um equilibrio de superposicoes de
elementos de s*. Assim, os valores w; medidos no passo 6 serdo elementos do s+ selecionados uniforme-
mente de forma aleatéria. Isso significa que o passo 7 a dimenséo do intervalo de {w;} € igual a n — 1, ou seja,
intervalo{w;} = st.

Segue-se que 0 e s sao as Unicas solugdes para a equacgao linear no passo 8, e que s pode ser encontrada
através de eliminacdo Gaussiana médulo 2 em tempo polinomial em n. Para clarear mais a compreensao do
custo do algoritmo, basta observar o vinculo da quantidade de vezes que o algoritmo ao contador : que, no
maximo, sera de tamanho n, o que indica que o algoritmo sera executado n vezes, 0 que conduz ao tempo
polinomial O(n).

6 Transformada de Fourier Quantica

Fourier, fisico e matematico francés, é respeitado por suas descobertas matematicas que tiveram grande
utilizagao pratica. Ele estava interessado no estudo da propagacgéao do calor, impulsionado especialmente pela
emergente revolucao industrial [Her89], e publicou, em 1807, um estudo sobre as sendides para representar
distribuicdes de temperatura. O artigo continha a controversa afirmagédo de que qualquer sinal periédico e
continuo poderia ser representado pela soma de de ondas senoidais [Smi99], a chamada Transformada de
Fourier.

A curva senoidal € uma espécie de arquétipo ondulatério; seu perfil curvilineo é o que a maioria das pessoas
tém em mente quando visualizam uma onda. As cordas em vibragdo e as pequenas ondulagbes em um lago
tomam a cada momento a forma de onda senoidais [Her89]. Uma pergunta interessante que pode surgir é: Por
que utilizar senoides ao invés de, por exemplo, ondas quadradas ou triangulares? Apesar de ser possivel, o
objetivo da decomposicao é lidar com algo com algo mais simples do que o sinal original. Além disso, existem
relacOes praticas com as ondas que tornam inviaveis essas outras possibilidades [Smi99].

O termo geral "Transformada de Fourier" pode ser subdividido em quatro categorias, baseadas nos quatro
tipos basicos de sinais que sao encontrados:

1. Aperiédico-continuo: Esses sinais se extendem para o infinito tanto pelo lado negativo quanto positivio,
em particular, sem repeticdo de algum padrao.

2. Periddico-continuo: Sinais que se repetem segundo um padrao, desde —co até +oc. Essa versdo da
transformada de Fourier chama-se Séries de Fourier

3. Aperiédico-discreto: Esses sinais sdo definidos somente em alguns pontos e ndo se repetem segundo
algum padrao. A esse tipo de transformada denominamos Transformada Discreta de Fourier no tempo.
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4. Periodico-discreto: Sa os sinais discretos que se repetem de acordo com um periodo. Essa classe da
transformada de fourier é chamada de Transformada Discreta de Fourier [Smi99].

A transforma de Fourier é utilizada em varias areas do conhecimento, desde a propria matematica até o
processamento digital de imagens. O uso mais comum das transformagdes de Fourier € no processamento de
sinais. Um sinal é dado no dominio do tempo: como uma funcdo de mapeamento de tempo para amplitude.
A andlise de Fourier nos permite expressar o sinal como uma soma ponderada de sendides de freqliiéncias
variadas deslocadas em fase. Os pesos € as fases associados com as freqliéncias caracterizam o sinal no
dominio de freqiiéncia [CLRS02].

Um caso particular é analise de ondas sonoras produzidas por diversos instrumentos musicais, em termos
do alfabeto ondulatério senoidal de Fourier. Ainda quando reproduz a mesma nota, cada instrumento emite o
seu "timbre" préprio - uma diferenca que se reflete em sua receita de vibragdo. Cada instrumento deixa no ar
a sua "impresséo digital de Fourier" [Her89].

6.1 Transformada Discreta de Fourier

Computadores digitais s6 podem lidar com informagdes que sao discretas e finitas em tamanho. Ou seja,
em se tratando deste dominio, utiliza-se a Transformada Discreta de Fourier, também chamada DFT [Smi99].

6.2 Definicao

Seja z um vetor [zg,z1,...,7,_1]7, onde x; € C e seja y a Transformada Discreta de x, denotada por
y = DFT{x}, onde os coeficientes de Fourier de y sdo denotados por:

Lembrando que 27 é normalmente conhecido por w.
A Transformada Discreta de Fourier cria uma conexao entre dois vetores [IB05].
A DFT é usada em vdrias aplicagdes da computagéo, por exemplo: analise espectral, compresséo de dados,

equagoes diferenciais parciais, multiplicagdo polinomial, multiplicagao de inteiros grandes, dentre outros.
6.3 Transformada de Fourier Quantica

Como vimos no postulados da Mecanica Quantica, sistemas fisicos fechados também sao representados
por vetores complexos chamados superposigdes e que séo representados pela notagdo bra-ket [dLO7].

Vamos agora definir a Transformada Quéantica de Fourier (QFT), denotada por QFT ou por apenas F. Esta
transformada é a mesma transformagéao proposta pela DFT mas com a notagéo convencional modificada. Atua
em uma base ortornomal |0) ,...,|N — 1), ou de modo equivalente, |i) ,i =1,2,... N —1 e é definida como um
operador linear com a seguinte acao sobre as bases:

;N1
|J>—>\/7NZ€] ¥R k)
k=0

De modo equivalente, a agdo em um estado arbitrario é descrita como:

N-1 N-1
S owili) = > uklk)
=0 k=0

A QFT é uma transformacgéao unitaria, como vamos verficar a seguir.

Seja N = 2", onde n é um inteiro e a base |0) + ...+ |2" — 1) é a base computacional para um computador
quantico de n qubits.

O estado |j) pode ser representado através da representagdo binaria j = j1js . .. j., Ou ainda, j = 5,27~ +
G227 72 4 4 5,20
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Com a utilizagdo de um pouco de algebra, a QFT pode ser denotada como o seguinte produto:

([0) + €09 1)) .. (|0) + €200 1))
2%

|j17 e »]n> i
Através da equivaléncia da representacao acima e da definicdo da QFT, podemos ter a seguinte equivalén-
cia [NLO5]:

2" —1

Ze AR

=1 Lk;=0 ]
1 n
= ‘0> 227TL_]2 ]
2z =1
(|0> 2m0]n|1>) (0 + g2 i0j1j2.. Jn|1)

6.4 Circuito para a Transformada de Fourier Quéantica

Seja a porta Ry, denotada pela transformacao abaixo:

1 0
B 0 e ]
Um circuito que resolve a QFT é dado a seguir:
lj1) o Rp1 | R | |0) + 2™ i0d1-dn 1)
|j2) oo HE - HRn_s Ry_1F - |0) + 27 10.52...4n 1)
1) |0) + 274 0dn—1dn |1)
|jn—2> T |0> + 62%@‘0']‘" ‘1>

Circuito Resolvedor da Transformada de Fourier Quantica

Para verificar que o circuito de fato computa a QFT, vamos analisar a sua agao sobre um estado de entrada
|71 --.jn). A aplicagédo da porta de Hadamard ao primeiro qubit resulta em:

1 0. o
57 (0) €O 1)) [z - jn)

Lembrando que e>™ %41 = —1 para j; = 1, e +1 para outro valor. Aplicando agora a porta R, controlada,
temos o estado:
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1 ei0.1 . .
2?(|0>+62 052 01)) |z - . - fin)

A aplicacao sucessiva de Rs-controlada até R,, adiciona, a cada vez, um bit extra na fase do coeficiente do
primeiro estado |1). Apds esse processo, temos:

1 O .
S (0) €T ) o)

De modo analogo para o segundo g-bit. A porta de Hadamard cria o seguinte estado:

Fz7 0+ e T HOI I 0 1) (10) + €20 1) [js - )

E as portas controladas de R, até R,,_; produzem:

1 i i ‘ ‘
—(10) + €0 1)) ([0) 4 €20 1))l . 5o

De modo analogo, para cada um dos g-bits, chega-se ao estado final:

1 2.78-0.5152--jn
2?(|0> +e

Revertendo a ordem dos qubits, tem-se:

1))(]0) + o2 40.42. dn 1))...(0) + 210,50

1)

1

27|

Olhando para o estado acima, podemos concluir que trata-se da Transformada de Fourier Quantica para a
entrada dada, logo, o circuito satisfaz seu proposito [NLO5].

A troca na ordem dos qubits esta abstraida do circuito anterior, a fim de facilitar a compreenséao da equiv-
aléncia do primeiro com a QFT. Esta pode ser feita com uma porta do tipo "swap". De modo geral, abstraimos
a complexidade do circuito da QFT apenas denotando-o como abaixo [IB05]:

O> 4 62”/7‘1"0-]'” |1>)(|O> 4 62~7r‘i~0.jn,1jn |1>) L (|0> 4 62~7r‘i~0.j1j2...jn H))

i) ——— — m)

li2)  —— —  |n2)
QFT

|ZTL> -1 — ‘,Ufn>

Simplificacao do circuito da Transformada de Fourier Quantica
6.5 Complexidade

O melhor algoritmo cléssico para computar a transformada de Fourier de n elementos € o algoritmo da
Transformada de Fourier Rapida (FFT),que utiliza ©(n - 2™) portas [NLO5].

A FFT reduziu o custo da DFT, possibilitando que uma ampla classe de problemas pudessem ser atacados
por computadores. O sucesso da FFT é tamanho que muitos outros problemas puderam ser reduzidos a
Transformada de Fourier, desde a multiplicagdo de ndmeros e polindmios até o processamento digital de
imagens [LomO04].

A QFT utiliza portas de Hadamard e n — 1 rotagdes condicionais no primeiro g-bit - um total de n portas. Em
seguida, existe uma operagéo de Hadamard e n — 2 rotagdes sobre o segundo g-bit, em um total de n+ (n — 1)
operagdes. Além disso, temos a operagdo "swap" onde, no maximo, 7 portas so usadas (cada porta de troca
¢ constituida de 3 portas cnot). Assim, temos:
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Custo = i=0 (71 - Z) + %

Portanto, o circuito fornece um algoritmo ©(n?) para a QFT [NL05]. O custo de consultas que esse algoritmo
faz é exponencialmente menor em relagédo ao equivalente classico mais eficiente.

A maioria dos algoritmos quanticos sdo exponencialmente mais rapidos que seus equivalentes classicos e
uma boa explicagéo para isso se deve a QFT [Lom04].

6.6 Estimativa de Fase

Esta segao é baseada majoritariamente em [Mos07] e [NLO5].

Para compreender o conceito de estimativa de fase, vamos relembrar o que ja foi visto em algoritmos
anteriores. Em particular, no algoritmo de Deutsch-Jozsa, a aplicagdo das portas de Hadamard apés a saida
do oraculo visava recuperar informagao que estava contida na fase relativa ao estado.

A porta de Hadamard é auto-inversivel, ou seja, H? = I, podendo ser usada para codificar informagoes
dentro das fases. Para exemplificar, seja |x), onde = € {0,1}. E facil verificar que:

iy — [ L (-1)”
1 .

yE{O,l}

Como dito, por ser auto-inversivel basta que apliquemos uma porta de Hadamard ao resultado acima, para
obtermos o valor de z. Isso significa que estamos extraindo, ou melhor, decodificando o valor de = de uma
fase. Abaixo, mostramos esse processo para o caso anterior:

1 TR
H(m)mw 5 1>)—|>

Generalizando, podemos ver a porta de Hadamard aplicada a n-qubits como se esta codificasse infor-
magoes referentes ao |z) nas fases (—1)*¥ do estado base y:

H®™ |z) = \ﬁ Z DY |y)

ye{0,1}

Se aplicarmos Hadamard novamente aos n-qubits acima, teremos a decodificagdo do valor de z:

H® Vo ly) | = HEM (O |2))
W ye%:l} !

= 1ja)

= |z)

No caso acima, (—1)*¥ é a fase de uma forma particular. No geral, uma fase é um namero complexo da

forma 2" para qualquer nimero real ¢ € (0,1). A fase —1 corresponde a w = %

A transformacdao realizada pela Porta de Hadamard é um caso especial da Transformada de Fourier [CEMM96].
6.7 O problema da Estimativa de Fase

O problema da estimativa de fase pode ser descrito como se segue:
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Entrada: (1) Uma caixa-preta que realiza a operagéo UJ-controlada, para inteiros j; (2) um auto-
estado ketu de U com autovalor e?*™#=; e (3) t = n + [log(2 + 5-)] g-bits inicializados no estado
ket0.

Saida: Um bom estimador para o parametro de fase ¢, ou seja, uma aproximagao de n bits ¢, para
Pu-

Tempo de Processamento: O(t?) operagdes com uma chamada da "caixa-preta” U’-controlada.
Funciona com probabilidade de pelo menos 1 — e.

Em si, a estimativa de fase resolve um problema néo trivial e muito interessante do ponto de vista fisico: o de
como conhecer o autovalor associado a um dado autovetor no espaco unitario. Seu verdadeiro uso, no entanto,
aparece do fato de que outros problemas interessantes podem ser reduzidos ao problema da estimativa de
fase [NLO5].

Suponha que um operador unitario U tenha autovetor |u) com autovalor e#?"#, no qual o valor de ¢ é
desconhecido. O objetivo € estimar .

O algoritmo que resolve o problema da estimativa de fase quantica é descrito abaixo:

1. ]0) Ju) (estado inicial)

2. —

+ 321 15) u) (cria superposigéo)

3. — \/127 ?;‘01 |7) U7 |u) (aplica a caixa-preta)

t -
4. = \1ﬁ 2 —01 2 pu
2t J=

J) |u) (resultado da caixa-preta)

5. — |¢u) |u) (aplica a transformada de Fourier inversa)
6. — p, (mede o primeiro registro)

A estimativa de fase é necessaria em varios algoritmos quanticos, em particular, algoritmos de contagem,
fatorizagdo de numeros grandes, etc., e é através desse problema que motivamos o estudo da Transformada
Quantica de Fourier [IB05].

7 Busca de Ordem

Um problema comum é encontrar o periodo r de uma fungdo N — N que é periddica segundo a adicao.
Essa fungao f satisfaz f(z) = f(y) para valores distintos de = e y se, e somente se, = e y diferem por um
inteiro maltiplo de » [Mer06]. A esse calculo denominamos calculo da ordem.

O problema de Shor visa encontrar o calculo da ordem, que é uma redugao do problema da fatoragao.
Vamos descrever mais detalhadamente como este problema consiste.

A reducdo da fatoracdo de N ao problema de achar a ordem de um inteiro positivo x menor que N pode ser
descrita da seguinte forma:

Se z e N possuem fatores comuns, entdo gcd(x,N) (gcd é uma funcdo que calcula o maximo
divisor comum) resulta em um fator de N. Conseqlientemente, é suficiente investigar o caso que =
é co-primo’ de N. A ordem de 2 médulo N é definida como o menor inteiro positivo r tal que:

2" =1 mod N

1Ser co-primo significa que o maior divisor comumde z e N é 1.
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Se r é par, definimos da seguinte forma:
2z =1 mod N

Se N ainda possui fatores, eles podem ser calculados através de chamadas recursivas.

A notacéo acima significa que se y é o resto de x2 dividido por N e, por definigdo, 0 < y < N, note que y
satisfaz y> = 1 mod N, o que significa que N divide (y — 1)(y + 1).

Sel<y< N-—1,osfatoresy —1ey+ 1satisfazem0<y—1<y+1< N, econsequentemente N ndo
pode dividir y — 1 e y + 1 separadamente. A Unica alternativa é que tanto y — 1 quanto y + 1 sejam fatores de N
(resultam em N quando multiplicados). Entéo, o ged(y-1, N) e ged(y+1,N) conduzem a fatores néo triviais de
N [PLMOQ7].

O ponto mais importante do problema de Shor é a necessidade de computar o periodo r da fungéo f. Este
problema é significante pois o resultado da teoria dos niumeros nos diz que ao conhecermos r n6s poderemos
obter os fatores de um numero n. Calcular o maior divisor comum € simples e rapido, num procedimento
conhecido desde a época de Euclides [WC98].

7.1 Solucao Classica

Suponha que temos um inteiro n que desejamos fatorar, ou seja, decompor este inteiro em um produto de
ndameros primos.

Para numeros pequenos, utiliza-se a heuristica Rho de Pollard porém, por ser uma heuristica, nem seu
tempo de execugdo nem seu sucesso sdo garantidos. Abaixo o pseudo-cédigo para a heuristica, onde a
entrada n € o nimero que desejamos fatorar.

7.1.1 Pseudo-codigo para a Heuristica Rho de Pollard

POLLARD-RHO(n)

(1) i1

) 1< RANDOM(0,n —1)
) yem
) k=2

) while (TRUE)

) doi—i+1

)z (22, — 1 mod n)
) d—mde(y — x;,n)

) ifd#landd#n

0) then imprimir(d)

1) ifi=k

2) then y — z;

3) k—2-k

A heuristica Rho de Pollard diz que encontramos pelo menos um fator de n quando fatorarmos até ©(y/n)
[CLRSO02].

Porém, ela néo € de todo eficiente, visto que pode resultar soment? em partezdos fatores de um nimero. O
melhor algoritmo classico para este problema possui custo O (¢ l(tegm) 2 1-[(leglogn) 31) "o geja, realiza a fatoragéo
em tempo exponencial [Hay05].

Até o presente momento nao é conhecido um algoritmo classico eficiente para fatoragdo ou célculo de
ordem [Por07].

7.2 Algoritmo de Shor

O algoritmo de Shor para fatoragdo se sustenta sobre um resultado da Teoria dos NUmeros classica que
relaciona o periodo de uma fungéo periédica em particular aos fatores de um nimero inteiro.
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7.3 Como encontrar os fatores de um niumero

Dada um inteiro n, o numero a ser fatorado, e uma funcéo f,,(a) = * mod n, onde x é um inteiro escolhido
randomicamente e co-primo de n. Encontrar f,(a) € uma tarefa de custo exponencial.

E interessante entender a relagdo entre o que foi dito e a fatoragdo de nimeros. Esta relagdo se torna clara
quando a fungéo que acabamos de construir f,,(a) se torna periodica. Isso significa que, a medida que se
aumenta o argumento da fungéo, tomando a = 0, 1,2, k, 0s valores da fungao f,,(0), f.(1), f.(2), k expressam
um padrao de repeti¢cdo. Diferentes valores de « levam a diferentes padrées.

O numero de valores a cada repeticao do padrao é denominado "o periodo de = moédulo »n", denotado por
r. A cada r-ésimo elemento, a seqliéncia f,,(0), f.(1), f.(2), k € a mesma. Em particular, isso implica que:

" =1 mod n

Se o periodo r € par, entdo podemos escrever da seguinte forma:

(%) =1 mod n
(2)2—=1=0 mod n
(22)2—12=0 mod n

(2 —1)-(z2 +1)=0 mod n

E a forma final nos revela que o produto (z% — 1) - (x2 + 1) é algum inteiro mdltiplo de n. Ou seja, dividindo
npor (rz —1)-(z% + 1) o resto é zero.

Assim, a menos que =2 = £1 mod n, pelo menos um dos termos do lado esquerdo da equagdo é um
fator ndo-trivial de n. Conseqlientemente, temos uma boa chance de encontrar um fator de n através da
computacéo de ged(zz — 1,n) e ged(z2 + 1,n) [WC98].

7.4 Circuito Resolvedor do Algoritmo de Shor

Vamos entender melhor o algoritmo de Shor através da observacdo dos seus passos no circuito que o
resolve, ilustrado abaixo:

R

Ff
|0) H]
Vi
0)
o) — 7 7 | |
o) [ e s )

Circuito Resolvedor do algoritmo de Shor

Primeiro fazemos a inicializacdo da entrada, que consiste apenas na entrada de kets zero:
%) = [0)*" @ 0)*"

As portas de Hadamard aplicadas ao primeiro registrador criam superposi¢ées. A aplicacdo de z portas de
Hadamard a z kets zero é da forma:
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27 -1

H®*|0
0)** \/27 z(:) |2)
Assim, para o estado |;), temos:
1) = H® iho) =
1) = H¥(|0)*" @ [0)*") =
2t -1
1) = \F Z 14)10)

O passo seguinte é aplicar o oraculo V,, ao estado |¢1). O oraculo é linear e atua da seguinte forma:

Va(15) 1K) = [7) [k +27)
Logo, sabendo que 0 + a = a, temos:
[2) = Va [¢1) =

2t—1
1h2) = ( Z 17)10) )

2'5—1
i62) = (Z 3)10)) =

2t—1
[1g) = \sz |0+27) =
2t -1

1h2) = Z 19) 27)

O passo seguinte é a aplicacdo da Transformada de Fourier Inversa aos ¢ primeiros qubits. A inversa da
QFT é da forma:

FH (ST ) = o)
7=0
onde,
2t—1
;) = \/> Z Wl |k)

273
valendo lembrar que w = e™27 .
Assim, temos:
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[Yh3) = F} [1ho) =

2t—1
Y3) =F/(—= 17) |2
1 2t—1 ;
) @Ff(jz_:oﬁ [27) ) =
o= S (LS kg oy
’ V2 \/27k:0 §=0

O passo final do algoritmo de Shor utiliza fragées continuas. E um artificio puramente classico. A expansao
de uma fracéo continua é utilizada para identificar qual multiplo inverso do periodo r é obtido.
Uma fragao continua é uma expressao da forma:

N 1
ag+ ———
a1 + az+ -

1
1
Mray

a qual é usualmente abreviada como z = [ag, a1, k, ax]. Uma fragdo continua truncada é dita "convergente".
O n-ésimo convergente é escrito [ao, a1, k, a,]. Existe um teorema sobre fragdes continuas que enuncia que:

"Se £ € um nimero racional satisfazendo |~ — ;1:’ < 545", entdo £ € um convergente da fragdo continua. Mais

2-q2
além, o convergente ¢ tal que GCD(p, q) = 1". Nés utilizaremos este teorema a fim de encontrar os racionais
mais proximos aos termos % e conseqlientemente encontrar o periodo r.

Uma vez que r é conhecido, podemos obter os fatores da entrada a partir de GCD(z> — 1,n) e GCD(z2 +
11, n) [WC98].

O custo do algoritmo em questao é dado pela seguinte soma: o custo da aplica¢do das portas de Hadamard
e do oraculo V,, € O(1) e a QFT possui custo O(n?), assim, temos:

Custo = O(1) + O(1) + O(n?)
—0(m?)

E facil ver que o custo associado é menor que o custo da solugdo classica mais equivalente para o0 mesmo
problema.

8 Problema do Logaritmo Discreto

Seja p um numero e seja Z; 0 grupo? de inteiro {1,2,...,p — 1} fechado segundo a multiplicagdo modulo p.

Um namero g em Z,, € denominado "gerador" (ou raiz primitiva modulo p) se as poténcias de g geram todos
os Zy. Assim, cada elemento = de Z; pode ser escrito unicamente como x = g para algumy € Z, 1. y €
chamado o logaritmo discreto de x (em relagéo a g) e escrevemos y = log, x. Note que a multiplicacdo de
x's mod p corresponde a adigéo dos y's mod (p — 1) entdo um gerador prové um modo de identificar Z;
CoOmO Zyp_1.

O problema do logaritmo discreto é enunciado como se segue:

Nos temos p e um gerador g de Z;. Para qualquer = € Z; desejamos computar o seu logaritmo
discreto y = log, « [Joz00].

2Um grupo é um conjunto ndo-vazio dotado de um operacéo -, e possui as seguintes propriedades: (1) - é associativa; (2) Existe um
elemento neutro; e (3) Todo elemento deste conjunto possui um inverso neste mesmo conjunto em relagao a - [Ger95].
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8.1 Solucao Classica

Uma solugéo classica para o problema do logaritmo discreto é o algoritmo "baby-step giant-step". O
raciocinio de resolugao do problema em questao parte do seguinte conhecimento:

Dado um grupo ciclico G de ordem n, um gerador « do grupo € um elemento do grupo 3. O
problema é encontrar um inteiro z tal que:

a* =0

onde «, § e z sdo dados. O algoritmo baseia-se na re-escrita de x como x = i - m + j com m
constante e 0 < 4,5 < m. Assim, temos:

Bla™m) = o

O algoritmo pré-computa o’ para varios valores de j. Entao, fixa m e tenta valores de i que satisfagam a
igualdade para algum dos o’ pré-calculados.
8.1.1 Algoritmo "baby-step giant-step"

Entrada: Um grupo ciclico G de ordem n, um gerador « deste grupo e um elemento 3. Saida: Um valor de =
que satisfaca o® = .

1. m—[/(n)]
2. Paratodo j, 0 < j <m:
(a) Compute o’ e guarde o par (j,o’) em uma tabela
3. Compute o™
4. v (3
5. Paratodo i = 0 até (m — 1)

(a) Verifique se v é o segundo componente (o’) de algum par armazenado na tabela
(o) Caso seja, retorne :-m+j
(c) Senao vy «— v-a™™

A solug&o acima tem custo O(+/(n)) em relagéo a entrada [Sha71].
8.2 Solucao Quantica

A solucao quéntica para o problema do logaritmo discreto possui como entradas (1) uma caixa-preta que
realiza a operagdo U |z1) |z2) ly) — |x1) |x2) |y & f(x1,x2)), para f(x1,z2) = b a®?; (2) um estado inicializado

em |0) para armazenar a fungdo avaliada e (3) dois registros de ¢ = O([logr] + log()) qubits inicializados em
|0). A saida & o menor inteiro positivo s, tal que a® = b.

8.2.1 Circuito Resolvedor do Problema do Logaritmo Discreto

= [=]

] DL
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Circuito Resolvedor do problema do Logaritmo Discreto
O circuito acima resolve o problema do logaritmo discreto em passos que podem ser sintetizados abaixo:
1./10)10) |0)

2" -1 2" -1
2. = 35 2520 Donpmo l71) [22) |0)

2" -1 2" -1
3. = 5 2120 Lomgo [T1) [22) [ F (21, 22))
27i(slgxy)

—1 ot —1 2mi(slpzy)
= 2t1\/77 222:0 [Exl—oe T |$1>

t_ 2mi(slogxy) —_
~l2i2=tev- lwz>] |F(sl2,1))

o S ) [B) e
6. — s

O passo 1 representa o estado inicial, onde apenas existem |0>®3 como entrada. Em seguida, utilizando
portas de Hadamard, criam-se superposicdes para os dois primeiros registros. O terceiro passo representa a
aplicagcao do oraculo U a entrada. A seguir, aplica-se a QFT Inversa aos dois primeiros registros. No passo 5
fazemos a medigao e o passo 6 ¢é obtido através do algoritmo generalizado de fragdes continuas [NL0O5].

O algoritmo acima faz apenas um uso do oraculo U e mais O([log 7]?) operagdes, funcionando com
probabilidade de 100% de acerto. [NLO5].

9 Consideracoes Finais

Vimos que o problema do subgrupo oculto pode ser resolvido por algoritmos quanticos de forma mais
econbmica que as melhores solugbes classicas existentes atualmente. Nos problemas de Deutsch-Jozsa e
Bernstein-Vazirani o decréscimo do custo® foi linear e que nos demais algoritmos este decréscimo é exponen-
cial.

A utilizagdo da linguagem de circuitos, utilizada neste trabalho, favorece a compreenséao de cada passo
do algoritmo quantico relacionado, facilitando também a escrita da expressao resultante em cada um desses
passos. Em virtude disso, a linguagem de circuitos € um bom recurso para expressao de algoritmos quanticos
e que também favorece o aprendizado destes por iniciantes.

Vale citar que este trabalho compila conhecimento de varias fontes, a fim de organizar o conteddo de forma
simplificada e objetiva. Dessa forma, este trabalho pode ser utilizado como material introdutério ao estudo de
algoritmos quanticos, pois aborda a partir da solucao classica, ja compreendida pelo leitor, para entao discorrer
sobre a versao quantica e as vantagens da mesma.

O estudo de algoritmos quénticos abre as portas ndo s6 para um novo paradigma, capaz de computar
certos problemas de modo mais econémico, como também possibilita uma aproximacao maior da computacao
com o mundo fisico no qual ela se insere, permitindo tirar proveito das caracteristicas deste contexto e assim
re-inventar a propria computagao.

10 Trabalhos Futuros

Em trabalhos futuros pretende-se pesquisar sobre a teoria e os problemas em aberto da Complexidade
Computacional, também com abordagem classica e quéntica.

SEste decréscimo de custo refere-se ao nimero de consultas ao oraculo em termos da entrada
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